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The p r o b l e m s  o f  l a r g e - a n g l e  a t t i t u d e  maneuvers  o f  a 

s p s c e c r a f  t h a v e  g a i n e d  much- c o n s i d e r a t i o n  i n  r e c e n t  y e a r s  

In t h e s e  p a p e r s ,  t h e  c o n f i g u r a t i o n s  o f  t h e  s p a c e c r a f t  c o n s i d e r e d  

are: (1) c o m p l e t e l y  r i g i d ,  (2) a c o m b i n a t i o n  o f  r i g i d  and f l e x i -  

b l e  p a r t s ,  or (3) g y r o s t a t - t y p e  sys t ems ,  The p e r f o r m a n c e  i n d i c e s  

u s u a l l y  i n c l u d e  m i u i m u s u  t o r q u e  i n t e g r a t i o n ,  power c r i t e r i o n ,  and 

f r e q u e n c y - s h a p e d  c o s t  f u n c t i o n a l e ,  e tc .  A l s o  some of t h e s e  

p a p e r s  u s e d  f e e d b a c k  c o n t r o l  t e c h a i q u c a .  I n  t h i s  p a p e r ,  w e  t r y  

to: c o u c e n t r a t e  on t h e  m i n i m u m  t i m e  s l e w i n g  p rob lem o f  a r i g i d  

s p a c e c r a f t ,  i.e., m i n i m i z i n g  t h e  t o t a l  s l e w i n g  t i m e  p e r i o d  

tf 
tf J0 d t  

The c o n t r o l  t o r q u e s  have  t h e i r  upper  and l o w e r  l i m i t s ,  r e s p e c -  

t i v e l y  
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I n  Ref .  [Z], t h e  a u t h o r  s t u d i e d  t h e  r a p i d  to rque - l imi t . , ed  s l e w i n g  

of  SCOLE a b o u t  a s i n g l e  a x i s  ( x - a x i s )  a b o u t  which  t h e  s p a c e c r a f t  

h a s  a s m a l l  moment o f  i n e r t i a -  The c o n t r o l  t o r q u e  a b o u t  t h i s  

a x i s  i s  of a bang-bang t y p e  o r  a bang-pause-bang t y p e .  The 

- a u t h o r  computed t h e  s l e w i n g  motion on  t h e  s i m p l i f i e d  model of t h e  

r i g i d i z e d  SCOLE[ll, t h e n  worked on t h e  p r a c t i c a l  r i g i d i z e d  model 

( w i t h  n o n z e r o  p r o d u c t s  of i n e r t i a ) ;  h e n c e ,  t h i s  l e a d s  t o  a l a r g e  

e r r o r  of t h e  a t t i t u d e  a f t e r  t h e  a l e w i n g .  Also i t  a e e m s  t h a t  no 

d e t a i l s  w e r e  g i v c u  f o r  t h e  c o n t r o l s  a b o u t  t h e  o t h e r  t w o  a x e s  

(p ,z) .  

In t h e  p r e s e n t  p a p e r ,  w e  a p p l y  o p t i m a l  c o n t r o l  t h e o r y  

(Maxinun P r i n c i p l e )  t o  t h e  s l e w i n g  m o t i o n  o f  a g e n e r a l  r i g i d  

s p a c e c r a f t  ( i n c l u d e  t h e  t i g i d i z e d  SCOLE, w i t h o u t  s i m p l i f i c a t i o n )  . 
The aler iag a o t i o u  n e e d  n o t  b e  r e s t r i c t e d  t o  a s i n g l e - a x i s  

s l e w i n g ,  The a t t i t u d e  e r r o r  a f t e r  t h e  s l e w i n g  c a n  b e  made as 

s m a l l  a s  r e q u i r e d .  C o n t r o l  t o r q u e s  a b o u t  a l l  t h r e e  a x e s  a re  

compa ted. 

G e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  m i n i m i z a t i o n  o f  t f  u n d e r  t h e  c o n s t r a i n t s  

( 2 )  rill r e s u l t  i n  a so-called two p o i n t  b o u n d a r y  v a l u e - p r o b l e m  

i n  wh ich  s e v e r a l  c o n t r o l s  ( a t  l e a s t  o n e )  w i l l  r e a c h  t h e i r  bounds  

d u r i n g  t h e  s l e w i n g  t i m e ,  t f ,  P a r t i c u l a r l y ,  if o n e  c o n s i d e r s  t h e  

_ _ ~  - -- - .. . - 

case of minimuat t i m e  r o t a t i o n  o f  a r i g i d  s p a c e c r a f t  a b o u t  one  o f  

i ts p r i n c i p a l  ares of i n e r t i a ,  t h e  c o n t r o l  t o r q u e  a b o u t  t h i s  axis 

i s  of a bang-bang t y p e ,  r h i L e  o t h e r  t o r q u e s  r e m a i n  z e r o .  On t h e  

o t h e r a h a n d ,  i f  t h e  s l e w i n g  mot ion  i s  n o t  a b o u t  a s i n g l e  p r i n c i p a l  

. a x i s ,  none  of t h e  c o n t r o l s  remain z e r o ,  b u t  w e  can  r e a s o n  t h a t  a t  
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l e a s t  one  o f  t h e  c o n t r o l  i n p u t s  r e a c h e s  i t s  bounds  ( s a t u r a t i o n  

l e v e l )  d u r i n g  t h e  p e r i o d ,  t f ,  i n  o r d e r  t o  m i n i m i z e  i t .  

To h a n d l e  t h e  p rob lem i n  which some c o n t r o l s  reach t h e i r  

bounds  and  o t h e r s  do  n o t ,  w e  i n t r o d u c e  an a d d i t i o n a l  c o s t  

I 

I 
, f u n c t i o n  
I , 

f uTRudt 1 J *  y 
0 

( 3 )  

where  u i s  t h e  c o o t r o l ' v e c t o r ,  T d e n o t e s  t h e  t r a n s p o s e  of a 

vector ,  a n d  R is 8 p r o p e r  w e i g h t i n g  f u n c t i o n  m a t r i x .  From R e f s .  

[3] and [SI. w e  can see t h a t ,  if we u s e  o n l y  ( 3 )  a s  a c r i t e r i o n ,  

l and  t h e  t f  i s  Long enough,  t h e  c o n t r o l  t o r q u e s  a r e  a p p r o x i m a t e l y  
i 
I l i n e a r  f u o c t i o a s  of tire, a n d - t h e  c o n t r o l s  w i l l  n o t  r e a c h  t h e i r  

s s t u r a t i o u  l e v e l s .  But i f  w e  s h o r t e n  t f  f o r  o u r  p u r p o s e ,  some of 

t h e  coutrote mmst reach t h e i r  bounds i n  o r d e r  t o  c o n t r i b u t e  more 

e f f o r t  tot t h e  sLewing,  

can g e t  a p a r t i c o l a r  v a l u e ,  tz, d u r i n g  which  a t  l e a s t  one  of t h e  

c o n t r o l s  r e m a i n s  as  bang-bang w i t h  one s w i t c h i n g  p o i n t ,  w h i l e  

o t h e r s  a re  g e n e r a l l y  n o t  o f  t h e  bang-bang t y p e .  This v a l u e ,  t" 

is car led t h e  minimam t i m e  which is r e q u i r e d .  

By c o n t i n u i n g  t h e  s h o r t e n i n g  of t f ,  w e  

f '  

The e q u a t i o n s  f o r  t h e  sys t em a r e  composed o f  t h e  E u l e r  

dynamics1  e q u a t i o n s  i n  t h e  s p a c e c r a f t  body a x e s  and t h e  

. q u a t e r n i o n  k i n e m a t i c a l  e q u a t i o n .  By i n t r o d u c i n g  t h e  c o s t a t e 8  f o r  

t h e  q u a t e r n i o n  and  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y ,  w e  can  fo rm t h e  

H a m i l t o n i a n  o f  t h e  s y s t e m  and  o b t a i n  t h e  o p t i m a l  c o n t r o l s  ( w i t h  

u p p e r  and l o w e r  b o u n d s ) ,  The n e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  
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o p t i m a l  c o n t r o l  l e a d s  t o  t h e  two p o i n t  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m .  

The a s s o c i a t e d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e :  

The t i m e  t f  i s  a l so  t o  b e  d e t e r m i n e d .  

W a  c h o o s e  t h e  f o l l o w i n g  p r o c e d u r e  t o  s o l v e  o u r  p rob lem:  

f i rs t ,  select  a f i x e d  v a l u e  o f  t , t o ) ,  s o l v e  t h e  c o m b i n a t i o n a l  

d y n a m i c a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t i e s ,  q u a t e r i o n  

c o m p o n e n t s  a n d  c o s t a t e s  u s i n g  a q u a s i l i n e a r i z a t i o n  a l g o r i t h m ;  i f  

o n e  of t h e  c o n t r o l s  i 6  of 8 bang-bang t y p e ,  t h e n  s t o p  t h e  compu- 

t a t i o n .  If n o t ,  t h e n  s h o r t e n  t h e  t f  b y  a r e a s o n a b l e  amount  and 

s t a r t  t h e  q u a s i l i n e a r i z a t i o n  8 1 g O t i t h m  a g a i n .  

B e f o r e  s t a r t i n g  the q u a s i l i n e a r i z a t i o n  a l g o r i t h m ,  w e  need  t o  

guess the- i n i t i d  uukuorts boundary values of t h e  c o s t a t e s  p ( O ) ,  

r ( 0 ) .  S h e e t  t h e  q u a t e r n i o n  is s u b j e c t  t o  a c o n s t r a i n t  ( i . e .  i t s  

norm e q u a l s  t o  u n i t y ) ,  t h i s  l e a d s  t o  t h e  n o r m  o f  t h e  a s s o c i a t e d  

c o s t a t e a  b e i n g  e q u a l  t o  a c o n s t a n t  ( b u t  n o t  e q u a l  t o  u n i t y ) .  

T h i s  e x t r a  c o n s t a n t  i s  u s u a l l y  t r e a t e d  a s  a n  unknown and i s  

d e t e r m i n e d  b y  i t e r a t i o n  131,  T h i s  r e s u l t s  i n  more c o m p u t a t i o n a l  

e f f o r t .  However,  t h r o u g h  s e v e r a l  s t e p s  o f  r e a s o n i n g ,  w e  c a n  show 

t h a t  t h i s  anknowu c o n s t a n t  c a n  b e  e a s i l y  s e l e c t e d  w i t h o u t  c h a n g e s  

i n  t h e  o p t i m a l  c o a t r o l s  I 8 ] .  T h e r e f o r e ,  t h i s  p r o p e r t y  s i m p l i f i e s  

the p r o b l e m  and saves c o m p u t a t i o n a l  t i m e .  

By P e a u s  o f  E u l e r ' s  e i g e n a x i s  r o t a t i o n  t h e o r e m ,  f rom t h e  

known a t t i t u d e s  a t  t h e  i n i t i a l  and f i n a l  t i m e ,  q ( 0 )  and q ( t f ) ,  w e  

c a n  f i n d  a u n i t  v e c t o r  ( e i g e n a x i s )  wh ich  is f i x e d  i n  b o t h  t h e  

4 



. 
body  a x e s  and  i n e r t i a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  and a r o t a t i o n  a n g l e ,  

e*. Then t h e  a t t i t u d e  c h a n g e s  from q ( 0 )  t o  q ( t f )  c a n  b e  r e a l i z e d  

b y  r o t a t i n g  t h e  s p a c e c r a f t  a b o u t  t h e  a x i s ,  e , t h r o u g h  t h e  a n g l e ,  
- 

e*, By p r o p e r l y  c h o o s i n g  8 ( t )  81) a f u n c t i o n  o f  t i m e ,  which 

s a t i s f i e s  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  e ( O ) = O ,  0 ( t f ) = e * ,  w e  o b t a i n  a 

- u o m i n a l  t r a j e c t o r y  o f  t h e  a t t i t u d e  s l e w i n g  m o t i o n ,  wh ich  w i l l  b e  

u s e d  as t h e  s t a r t i n g  v a l u e s  o f  t h e  q u a s i l i n e a r i z a t i o n  a l g o r i t h m .  

T h e  s t a r t i n g  v a l u e  t f  ( O )  n e e d s  t o  b e  made a8 c l o s e  t o  t h e  

minimum t i m e ,  t* as p o s s i b l e -  T h i s  c a n  b e  d o n e  b y  u s i n g  

r t i m i l i a t  t e c h n i q u e s .  S u p p o s e  t h e  s l e w i n g  m o t i o n  i s  a r o t a t i o n  
f '  

- 
a b o u t  t h e  v e c t o r ,  , t h r o u g h  a n  a n g l e ,  e ( t ) .  Then ,  w e  g e t  t h r e e  

s i m i l i a r  e q u a t i o n s  for e(  t )  : 

w h e r e  B i , b i , C i  era caustauts, Ti is  t h e  c o a t r o l  a b o u t  t h e  body 

a x i s  

( 5 )  
T I i l z ~  i=1,2,3 

For e a c h  i w e  h a v e  a minimum t i m e  c o n t r o l  p r o b l e m ;  w e  t h e n  g e t  

t h r e e  m i n i m u m  t i m e  v a l u e s ,  t;i, i=L,2,3; t h e n ,  w e  c a n  s e l e c t  t h e  

l o a g e s t  of them as our i n i t i a l  g u e s s  for t f .  

F i n a l l y ,  we a p p l y  t h e s e  methods  t o  t h e  SCOLE s l e w i n g  

r n o t i o a [ l ] .  

the  c o n f i g u r a t i o n  of t h e  SCOLE, t h e  i n e r t i a  m a t r i x  i s  n o t  

d i a g o n a l ,  The c o n t r o l  v a r i a b l e s  i n c l u d e  t h r e e  c o n t r o l  moments on 

the S h u t t l e  and  t w o  c o n t r o l  f o r c e s  on t h e  r e f l e c t o r .  We h a v e  t h e  

F i g .  1 shows t h e  c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  SCOLE, Due t o  

f o l l o w i n g  n u m e r i c a l  r e s u l t s  : 

5 



( a )  Assuming c o n t r o l  t o r q u e s  o n l y  on t h e  S h u t t l e  and  a 

d i a g o n a l  i n e r t i a  m a t r i x ,  s l e w i a g  the SCOLE a b o u t  o n e  of  

t h r e e  p r i n c i p a l  axes  t h r o u g h  e* = 20 d e g ,  f rom r e s t  t o  

r e s t .  The r e s u l t  i s  e x a c t l y  t h e  same as  d e s c r i b e d  

a b o v e ,  i . e . ,  the c o n t r o l  t o r q u e  a b o u t  t h e  a x i s  i s  o f  

a bang-bang t y p e ,  w h i l e  t h e  o t h e r  c o n t r o l  components  

r e m s i n  z e r o .  

( b )  U s i n g  t h e  n a m e  c o n d i t i o n s  i n  case ( a ) ,  e x c e p t  t h a t  u s i n g  

the i n e r t i a  mat r ix  of t h e  SCOLE ( n o n - d i a g o n a l ) ,  t h e  

n o m i n a l  n l e w i n g  motioa i s  a b o u t  e a c h  o f  t h e  t h r e e  

r p 8 c e c r a f t  axes, r e s p e c t i v e l y ,  F i g ,  2 and F i g .  3 g i v e  

t h e  c o u t r o l  t o r q u e s  of t h e s e  s l e w i n g  m o t i o n s .  

( c )  F o l l o w i n g  the case (b), a d d  f o r c e s  on t h e  r e f l e c t o r ,  

Fig- 4 an6 F i g ,  5 shorn t h e s e  results,  



" 

C o n c l u s i o n s  

(1). T h e r e  i s  a good a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  i n i t i a l  g u e s s e d  

v a l u e  o f  tf and t h e  v a l u e  o f  t f  t o  w h i c h  t h e  a l g o r i t h m  

c o n v e r g e s  i n  t h e  c a s e  ( b ) .  

( 2 ) .  The g u e s s e d  v a l u e  o f  c o s t a t e s :  ~ ( 0 1 ,  r ( 0 )  a r e  s u f f i -  

c i e n t  t o  a r r i v e  a t  v a l u e s  of ' t h e s e  p a r a m e t e r s  s u p p l i e d  

by t h e  a l g o r i t h m .  

( 3 1 ,  The m e t h o d s  u s e d  i n  t h i s  p a p e r  a r e  e a s i l y  imp lemen ted  

for p r a c t i c a l  c o n t r o l  s o u r c e s ,  w h i c h  may h a v e  more 

c o n s t r a i n t s .  For example ,  in t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  

* w i t c h i n g  p o i n t  of  t h e  bang-bang c o n t r o l ,  we c a n  

r e p l a c e  t h e  jump b y  a l i n e a r  f u n c t i o n  o f  t i m e .  

(41, The c o n t r o l  p r o f i l e s  o b t a i n e d  i n  t h i s  p a p e r  g i v e  u s  

o good r e f e r e n c e  for f u t u r e  u s e ,  For example, an 

erteusioa t u  t h e  minimum t i m e  s l e w i n g  m o t i o n  of t h e  

SCOLB model c o n t a i n i n g  b o t h  r i g i d  and  f l e x i b l e  com- 

p o n e n t s  is p l a n n e d ,  

7 
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Plgure 1, 0 r a W h 8  of the Shuttla/Antenna Configuration. 
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